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ECC — Introducao: Grupos 1

Simbologia:
e: pertencente a; V: paratodo; d:existe; !:unico

Definicao: Grupo algébrico ( G, * ):
- G : conjunto de elementos contendo elemento neutro “e”;
- «: operagao binaria inversivel e associativa sobre G

G1] El neutro: deeGVaeGlarce=eca=a]
G2] Inversivel. VaeGdxeG [aex= e]
(G3] Associativa: Va,b,ce G[a*(bec)=(a*b)ec]

Exemplos:

(Z,+); Z2=1{..-2,-1,0, 1,2 ...}; e=0; +adicao de n. inteiros
(Q7, *); Q"=Q-{0}; Q= {n. racionais}; e = 1; * multiplicagio



ECC — Introducao: Grupos 2

Definicao: Grupo Abeliano
( G, ) ¢dito Abeliano se * for comutativa.
Comutatividade: Va,be G [a*b= bea]
Nomeclatura: Usa-se representar  por “+” ou por “*”
Notacao aditiva: ( G, + ) quando convém e G ¢ abeliano

Notacgdo multiplicativa: ( G, * ) quando convém

Inverso unico: Decorre dos aximomas de grupo

Vae(GdlxeG [ xea=aex=e]
Em notacdo aditiva: x=-a; (-a)ta=a-a=0

Em n. multiplicativa: x=a'; (a')*a=aal=



ECC — Introducao: Grupos 2

Exemplos uteis a criptografia:
(ZgT); Z,=10,1,2,..g-1}; +=adi¢do modulo ge Z
(2, %), Z; = 11,2,..9-1}; *=multiplicagdo mod q

Aritmética Modular: mod q = resto da divisdo inteira por g
Vqe Z[(Z, +)¢grupo, (Z,", *) € grupo < q € primo |
27" Zg'
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* mod q satisfaz [G2] sobre Z;* se =7, mas nao se q =38



ECC — Introducao: Grupos 4

Divisao inteira: d|b< 3dy [d*y=b] (diz-se d divide b)
mdc (a,b)=maxd[d|a,d|b]= max. divisor comum deaeb

Propriedade da aritmética modular: Dados (Z,", * ), a € Z
a ¢ inversivelem Z,* < mdc (a,q) =1 (a, qsado co-primos)
adividezeroem Z," < mdc(a,q) #1 (dyeZ, [a*y=0])
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5'=3mod 7; 4'=2mod?7 51 =5mod 8; 4*2=0mod 8



ECC — Introducao: Grupos 5

Notacao escalar:
Dadosa e (G,*), neZ; denota-se a*a-°..*a (nvezes)

Em notacdo aditiva: a+a+...+a = n-a (mult. P/ escalar)
Em n. multiplicativa: a™*a*..*a =a" (exponenciagao)

Observacao:
Mesmo em estruturas distintas (G e Z), o sinal “-” comuta
Em notagado aditiva:(-n)-a =n-(-a); 0,a=0,

e . “n) — re-l\n . 0 _
Em n. multiplicativa. atm = (@ah"; a¥ =1,

Definicao: ordem
|G| = #G = numero de elementos de G (ordem de G)

ord.(a) =Min n>0 [n-a=0 (ou a"=1) ] (ou o sendo 3 n)



ECC — Introducao: Grupos 6

Definicoes: gerador, grupo ciclico
<g>.= 18" €G,neZ } = subgrupo de G gerado por g
g € gerador de G se <g>_.= G. Neste caso G ¢ ciclico, G= Co

Fatos: #<g>_|#G ; Ciclico = abeliano; nem todo G ¢ ciclico.

Exemplos:
Seja G = (Zy", * ), Entdo <5>.=G; [<2>,|=11

<2>.={2"mod 23}={ 1,2, 4,8, 16,9, 18, 13, 3, 6, 12}

Distributividade comutativa: (generalizando espacos vetoriais)
Dado ( G, +) abeliano, a mult. escalar “-” de Z em G satizfaz:

[P1]: (n+, m)-a = nat . ma; [P2]: n(a+ ,b) = na+;nb

[P3]: me«(n-a) = (m*,n)-a; [P4]: m«(n-a) = n+(m-a)



ECC — Anéis 1

Observacoes:
1- Se ( G, +) for dado em termos de (Z , +), em [P1-P4] podemos
identificar “-” com “*,” e “+,”com “+.” obtendo:

[Al]: (n+m)a = n.atm-a; [A2]: n(a+b) = na+nb

[A3]: me(n-a) = (m-n)-a; [A4]: m:(n-a) = n+(m-a)

2- Em particular, se G=(Z , +) temos (Z , +, +).
A comutatividade de +, € exigida em [A2], e a de “-” em [A4].

¢¢ 9

(Z -{0}, + ) ndo ¢ grupo, pois “-” nao ¢ inversivel em Z [G2]

Definicao: Anel (generalizando a estrutura de Z)
( A, +, - ) satisfazendo [A1-A3], é chamado de Anel (ring)
( A, +, - ) satisfazendo [A1-A4] € um anel comutativo.



ECC — Anéis 2

Exemplos de anéis ( A, +, - )
1-7 =4{..-2,-1,0, 1, 2 ...}; +:adicdo; -: multiplicacao.
obs: N =10, 1, 2 ...} < Znéao ¢ anel ( + ndo € inversivel)

2-Q = {n. racionais}; R = {n. reais} ; C= {n. complexos}
3-Z,= {0, 1,2, ..g-1} ={nmod q,neZ }; + mod q; - mod q.

4-M__[A]= {[aij] : aijeA, 0>1,)>neN }; A anel, etc.,

M_ [A] € o anel das matrizes nxn sobre A,

5-A[X]={f(X)=a X"+..ta,X+ta,;neN,a,.acAa #0 ]

A anel, X variavel; + A[X] adicao e - A[X] mult. de poliné6mios,

A[X] € o anel dos polinomios em X sobre A, n= grau de
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Definicao: D.I.

A ¢ Dominio de Integridade < Va,beA [ab=0=aoub = 0]
Exemplos: Z ¢ D.1; Zq ¢ D.I. < q¢éprimo
Ae¢eD.I = A[X]eD.L; n>1 = M_ [Z]ndo ¢ D.L

Definicoes: D.F.U., Corpo (generalizando a divisao inteira)
1-Dado D.I. A, u e A éinversivelseu|1 [Ju!, I=u-u! ]
p € A ¢ irredutivel se Yue A[u|p < uéinversivel ]

pe Aéprimose Va,be A[p|ab = plaoup|b]

2- A é Dominio de Fatoragdo Unica (DFU) se
Va e A" [a=up;p,...p, , ulnversivel, p; irred. e “tnicos”]

3- A € Anel de Divisao se (A*,*) € grupo; se abeliano, A ¢ Corpo



ECC — An¢is ¢ Corpos 1

Exemplos de D.F.U.s, Corpos

1-Z ¢ D.F.U. [qeZ ¢ urredutivel << qeZ € primo |
2-Q R, C,F_ sao corpos, onde #F,=q [q primo = F =7, ]

3- F corpo = F[X], F[X,Y], etc. sao D.F.U.s

4- F corpo, n>1 = U__[F] € Anel de Divisdo (ndo comutativo),

onde U [F]={[a ]eM  [F], det([a; ])#0 }

5- F corpo, f=1(X) € F[X]1rred. = F[X]/(f) € corpo
onde F[X]/(f)={gmodf, geF[X]}; +mod{; -mod f

Notacao: F[X]/(f) = F[X] / {-F[X]; Zq =7/q7Z,
f-F[X], qZ, p-A={p-a,acA } ideal do anel A gerado por p



ECC — An¢is ¢ Corpos 2

Resumo das defini¢coes algébricas:

) D.F.Us< Produzem
Grupos D Anéis D D.I.Asgéis de DiVEo;?Corpos (fields)
Definicoes: Caracteristica, Extensao
F corpo, char(F) = Min n>0 eN [n-1_=0] (ou 0 se ndo 3 n)
Fato 1: char(F) #0 = char(F) = p pimo (caracteristica de F)
Fato2: #F=p™ = df e Zp[X] irred graum. [ F = Zp[X]/(f) ]

Fato 3: Se a representa uma raiz de f(X ) de grau m, 1.e..f( ) =
0,
{1, o, o2, ..., ™!} € uma base de F como e. vetorial sobre Zp.

Notacao: Z [ X1/(H) =~ 7Z (o) dita a extensao de Z. voro (=~ X—o )



ECC — An¢is € Corpos 3

Exemplo de extensao de corpo finito:
f(X) irredutiveis de grau 2 sobre Z,: X*+1, X*+X-1, X*-X-

Escolhendo f (X) = X*-X-1 sobre Z, temos * de Z,[X] / (f) dado por

zy LU fFrr( 12 0 o Xo -0 o 2
S I 1 2 o« b M -o lo 2a
) ) | -0 2-0 l-a o 4o 4o
a a -« o l-a I 20 2  24a
Obs: 40 l+a 2-00 1-a0 2
EmZ,, 2=—1 4o 240 l-a

-0 =0 o 2-0
l-a -0 240 2
Zg[X]/ (f) = Z3((X) . 2-0 2-0 l+a 240

Z., subcorpo de Fg

(EXERCICIO: completar a tabela, usando o2—a—1 = 0)
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Exemplo (cont):

X*-X-1 sobre Z, e o rep. raiz de f (X),

podemos também representar Z,(a) como espago vetorial sobre

Escolhido {(X)

base {1, a} (onde o?=a+1). EXERCICIO:
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ECC — An¢is ¢ Corpos 5

Cont: A extensdo escolhida para construir F = Z,(a), onde

a’-o—1 = 0, permite ainda representar F via <o>,=F"

a' = o = otl;

o = —0; o

Fy* <> o’
=a'=a |
1= o o
o=q' o
4o =a’ o’
240 =a’ o’
o =0’ o’
l-a=a’ o’
-0 =af o

—o—1;

o = —o+1;
o’ =o—1;

OLl
o
5



ECC — An¢is € Corpos 6

Definicao: Primitividade, completude
Se <o = F(o)"; F(o) =F[X]/ (D), f é primitivo em F[X]
F ¢ dito completo se V T € F[X] [ { wrrdutivel = grau(f) =1 ]

Exemplo:
f=X?+1 ¢é irred. em R[X], R[X]/(f) *R(1i) = C é completo.

Definicao: Isomorfismo de anéis, corpos ( ctc.)
F ¢ K sao isomorfos (F = K) se 3 ¢: F.— K satisfazendo:

1) Va,beF [ ¢(a-:b) = ¢(a)p(b) ; ¢(atyb) = ¢(a)+p(b) ]
2) o) =1, = =1, ; o) =0, = =0, [ € bijetora ]
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Fatos sobre Corpos Finitos
1- #F eN = ( F*, *) ¢ grupo ciclico.
2- #F =#K eN = F =~ K. (justifica-se a notagao F..q= #F)
3- F=F, = q=p" onde p = char(F) ¢ primo, m >0, e
F ~ Zp[X]/ (f) para qualquer f 1rred. de grau m Sobre Zp

Definicao: Corpos de Decomposicao
Diz-se que F decompoe 1 eF[X] se todos os fatores irredutivels

de fem F[X] tem grau 1 (i.e., se F contém todas as raizes de f)

Observacoes:

F, decompode X?—X; F é completo se decompde todo f eF[X]



ECC — Corpos ¢ Criptografia

Fatos relevantes para a criptografia
1- FCl subcorpode F, = q=p™, r=p" e m|n, p= char(Fq’ ,r)
2- Z ¢ subcorpo de F .p= char(Fq), dito o corpo primo de F,
3- Desconhece-se algoritmo eficiente p/ achar gerador de (F ",

*)

Observacoes:

1- Devido ao fato 3 acima, para se trabalhar com uma
representagao ciclica de F, (via gerador de (F*, *

com q “grande”), busca-se f primitivo em F [X].

2- A estrutura de qualquer F, ¢ determinada por #F, = p™

Tal ndo ocorre com grupos (exceto #G primo), nem entre os
abelianos: C,xC,xC,, C,xC,, Cq (#=2°) ndo sdo isomorfos
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