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Satisfatibilidade .
2SAT € P e Varidvel Booleana, x,y, 2,... : assume valores 1 ou 0

o(nt)
SAT —— 2,

SSAT (verdadeiro ou falso);
e Operagdes Booleanas: OU: z Vy, E: x Ay, NAO: T

e Formula Booleana: expressdao envolvendo varidveis e
operagdes booleanas. Exemplo:

o=@ Ay)V(zAZ)
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Satisfatibilidade Semantica: em que resulta uma operacdo?
2SAT € P

Tabelas-verdade

e NAO:0=1,1=0:;

e OU:0V0=0,0v1=1,1v0=1,1Vv1=1,;

e E:0N0=0,0A1=0,1A0=01A1=1;
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Satisfatibilidade

2SAT € P
o(n?)

SAT ——~ 7,

3SAT

Légica Proposicional

Satisfatibilidade

Uma férmula ¢ é satisfativel se existe uma valoragdo as
varidveis de ¢ que a faz resultar em 1 (verdadeiro).

e Exemplo: ¢1 = (TAy)V (xAZ):

e Exemplo: g2 = (xVy) Az A(2AY):



Teoria da
Computacdo
116360
Aula 23

Satisfatibilidade

2SAT € P
o(n?)

SAT ——~ 7,

3SAT

Légica Proposicional

Satisfatibilidade

Uma férmula ¢ é satisfativel se existe uma valoragdo as
varidveis de ¢ que a faz resultar em 1 (verdadeiro).

e Exemplo: ¢1 = (TAy)V (xAZ):

e Satisfativel, parax =0, y=1e 2 =0;

e Exemplo: g2 = (xVy) Az A(2AY):

e |nsatisfativel...
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e Literal: é uma varidvel ou sua negacao.
Satisfatibilidade

2SAT € P

o 0 Forma Normal Conjuntiva (CNF)

3SAT
Uma férmula ¢ é uma CNF-férmula se ¢ é uma conjuncio de
disjungoes de literais.
e Ou seja, é da forma: ¢ =1 Apa A=+ A g,
e onde, ¢; =1V B2 V-V Gy

e onde [3; sdo literais.

Ex: (x1 V T3 VagVas) A(z3VTg) A (x3VTg VTT)
~— ~~ —_—

literal literal cldusula
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B Uma férmula ¢ é uma kCNF-férmula se € uma CNF-férmula
SAT ——~ 7, , ~ . .
3SAT onde todas as clausulas tém £ literais.

Temos 3 problemas muito importantes:

e SAT = {¢ | ¢ é uma férmula satisfativel};
e 3SAT = {¢ | ¢ é uma 3CNF-férmula satisfativel};

o 2SAT = {¢ | ¢ é uma 2CNF-férmula satisfativel}.
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o(n?)
SAT ——~ 7,
3SAT

SAT, 3SAT e 2SAT

e SAT pertence a NP? SAT pertence a P?

e 3SAT pertence 3 NP? 3SAT pertence a P?

e 2SAT pertence a NP? 2SAT pertence a P?
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e O algoritmo forca bruta para SAT, 3SAT e 2SAT é claro:

Satisfatibilidade
2SAT € P

o(n?)
SAT —— 2 . ~ a
3SAT e Dada a férmula ¢, para cada valoracao das varidveis de ¢:

e Substitua os valores em ¢ e verifique se resulta em 1
(verdadeiro).

e Quanto tempo custa esse algoritmo no pior caso?
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e O algoritmo forca bruta para SAT, 3SAT e 2SAT é claro:

Satisfatibilidade
2SAT € P

o(n?)
SAT —— 2 . ~ a
3SAT e Dada a férmula ¢, para cada valoracao das varidveis de ¢:

e Substitua os valores em ¢ e verifique se resulta em 1
(verdadeiro).

e Quanto tempo custa esse algoritmo no pior caso?
e Custo n para verificar cada uma das 2" valoracdes:

e O(n2m).
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2SAT € P
O(nd) Isp7 . Issat - Dsar
SAT ———
3SAT
NP-
> letude
L(_/”Vp? ude (_)(71’2”) (_)(,127)) (_)(,,1277)
Ssar = Sssar = Sisar

Por enquanto, ninguém estd em P!
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25AT € P e A idéia do algoritmo é montar, dada a férmula 2CNF ¢,
O(n™) . . . . ~
$ar um grafo direcionado que representa as implicacdes entre
literais de ¢;
e Observe que, se ¢ = ---A(x1Vx2) A..., entdo para que ¢

seja satisfativel, se x1 = 0, x2 tem que ser 1, e vice-versa;

e Os vértices do grafo sdo os literais de ¢. As arestas s3o as
implicacdes.
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Exemplos

Roteiro

Satisfatibilidade o ¢1 = (:L'l V 1/'2) VAN (3371 V fL'Q) VAN (-Tl V TQ) VAN (Tl vV TQ)

2SAT € P

4
sar Ot —

3SAT

NP -

completude \/
A

SO

e
o gy = (:nl\/xg)/\(:ﬁ\/xg)/\(@\/:?g)

(1) (22) (z3)
A(
A.&

N ~F
@ @) @)
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e Algoritmo para 2SAT:
25AT € P e Dada a férmula ¢, monte o grafo de implicagdes;
Oo(n™)
SAT ——— = . ) )
AT e Para cada varidvel x verifique se existem os caminhos

(PATH) x = T eT — x;

e ¢ é satisfativel sse para nenhuma varidvel existem os dois
caminhos.

e Quanto tempo custa esse algoritmo no pior caso?
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e Algoritmo para 2SAT:
25AT € P e Dada a férmula ¢, monte o grafo de implicagdes;
O(n
saT — > 7, . . .
SAT e Para cada varidvel x verifique se existem os caminhos

(PATH) 2 - T e T — x;

e ¢ é satisfativel sse para nenhuma varidvel existem os dois
caminhos.

e Quanto tempo custa esse algoritmo no pior caso?
e Custo 2n para montar o grafo;
e Para cada um dos 2n literais, O(n3) para PATH;

e O(n%).
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2SAT € P
aar O Isar —— _ Izsar N P3N
3SAT
NP
completude o on S on 4
O(n2™) O(n2™) O(n*)
Ssat S3saT Sasat

2SAT € P
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Primeiro passo
2SAT € P
sar 2
3SAT 7 7 /
férmula ¢ — CNF-férmula ¢

e Dada uma férmula ¢ qualquer, podemos obter em tempo
polinomial uma CNF-férmula ¢’ tal que:

¢ é satisfativel sse ¢’ também o é

e Detalhes, consultar Cormen, Ed.1, p.942



Niciiod sAT 2, 3gAT

116360

Aula 23
Segundo passo
CNF-férmula ¢’ férmula — 3CNF-férmula ¢”
géfITO(n4) e Dada uma CNF-férmula:

¢ =CiLNCyNC3A---NCy

e Substituimos cada cldusula por um conjunto de clausulas
de 3 literais, preservando satisfatibilidade.

e Temos 3 casos:
o [Ci| =2
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|Cil =1
29AT € P e Dada uma cldusula, (z1), a substituimos por:
o(nt)

SAT
3SAT

(1 VyV )N (1 VyV ) A (1 VyVZ)A(z1 VTV Z)

|Ci =2
e Dada uma cldusula, (z; V x2), a substituimos por:

(xr1 VaaVz)A(z1 VayV2)
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|Ci| > 4

2SAT € P
o)
SAT
3SAT

e Dada uma cldusula, p.ex. (z; VT3 V24 VT5V x6), de n
literais, a substituimos por n — 2 cldusulas de 3 literais:

(1 VT2V yi) A(xa VILVy2) A(Ts Vae V)

No total, gastamos O(n?) para construir a férmula ¢ e

¢ é satisfativel sse ¢’ também o é
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o(n*
Ispr (n7) JESINS .~ Dsar
2SAT € P
4 O on O On 4
saT 2(nD) O(n2"™) O(n2™) Oo(n%)
3SAT
O(1)
Ssat = S3saT = SasaT

Podemos concluir alguma coisa na relagcdo entre SAT e 3SAT?
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25AT € P

4
sar 270
3SAT

Reducdes entre SATs

O(n*
IsatT (n7) IzsaT N NS
O(n2™) O(n2™) O(n*)
o(1)
SsaT = S3saT = Sasat

Podemos concluir alguma coisa na relagcdo entre SAT e 3SAT?

e Se 3SAT € P, entdo SAT € P

e Contrapositiva: Se SAT ¢ P, entdo 3SAT ¢ P

3SAT é pelo menos tdo dificil quanto SAT
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O(n’ O(n2"
Ispt () Issat (n2") Tosat
ST = O(n2™) O(n2™) O(n*)
4
sar 2D
3SAT
0(1) o(1)
SSAT - S3SAT - SZSAT

e Por final, se conhecem somente reducdes triviais
(super-polinomiais) entre 3SAT e SAT;

e Portanto, nenhuma cota polinomial se transfere entre SAT
ou 3SAT e 2SAT:
e O algoritmo polinomial de 25AT n3o se transfere para
3SAT e SAT;
e A relacio de dificuldade de 3SAT ou SAT n3o se transfere
para 2SAT.
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completude

NP-completude
NP-dificil
Dizemos que um problema B é NP-dificil se todos os
problemas da classe NP se reduzem a ele em tempo polinomial.
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completude

NP-completude
NP-dificil
Dizemos que um problema B é NP-dificil se todos os
problemas da classe NP se reduzem a ele em tempo polinomial.
NP-completo

Dizemos que um problema B é NP-completo se B € NP e B é
NP-dificil.

NP-completo
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completude

NP-completude
NP-dificil
Dizemos que um problema B é NP-dificil se todos os
problemas da classe NP se reduzem a ele em tempo polinomial.
NP-completo

Dizemos que um problema B é NP-completo se B € NP e B é
NP-dificil.

NP-completo
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NP-completo

NP-
completude

e B ¢é pelo menos t3o dificil quanto qualquer outro problema
em NP;

e A teoria de NP-completude mostra justamente que os
problemas NP-completos s3o os mais dificeis, mais
complexos da classe NP;

e Mesmo sem que saibamos se P = NP ou P # NP!
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NP-completude

Teorema de Cook
SAT é NP-completo.

Ver detalhes no Sipser...

NP-completo

NP
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SAT e 3SAT

Mas, espera ailll

Se SAT é NP-completo, entdo 3SAT também é NP-completo
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NP-
completude

SAT e 3SAT

Mas, espera ailll

Se SAT é NP-completo, entdo 3SAT também é NP-completo
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Mas, espera ailll

Roteiro

Satisfatibilidade

Se SAT é NP-completo, entdo 3SAT também é NP-completo

NP-
completude

NP-Completo
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e Como mostrar que um dado problema C' é NP-completo?

E'OF,’;metude e Mostre que C € NP;

e Mostre que todos os problemas em NP se reduzem
polinomialmente a C. Isso é o dificil!
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e Como mostrar que um dado problema C' é NP-completo?

NP e Mostre que C' € NP;

completude

e Mostre que todos os problemas em NP se reduzem
polinomialmente a C. Isso é o dificil!

OuU

e Mostre que C' € NP;

e Mostre que algum problema P, que j& sabemos ser
NP-completo, se reduz polinomialmente a C.
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